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1. FEJEZET
Varosok Viadala, 1980-1989

1.1. 1980 Senior

1.1. (M) Egy kor kertiletén piros és kék pontok vannak. Kijelolhetiink egy 1j piros pontot,
mikozben két szomszédja szint valt. Ki is vehetiink egy meglév6 piros pontot, szomszédai ekkor
is atszinezOdnek. Igazoljuk, hogy ha kezdetben két piros pont volt, akkor nem juthatunk a fenti
lépésekkel olyan helyzetbe, hogy két kék legyen.

1.2. 1981 Senior

1.1. (M) Két testet felilletszomszédosnak neveziink, ha nincs kozos belsé pontjuk és van egy-
egy lapjuk, melyek kozos része egy sokszog. Lehetséges-e, hogy 8 tetraéder koziil barmely ketto
feliiletszomszédos ?

1.2. (M) A végtelen sikon két jatékos a kovetkezOt jatssza. Van k + 1 babu: k darab bardny
és egy farkas. Az X jatékos a farkassal 1ép, az Y a baranyok koéziil valamelyikkel. Minden
1épés iranya tetszblegesen valaszthatd,de hossza legfeljebb egy méter lehet. A jatékosok felvaltva
lépnek. Igaz-e, hogy k minden értékéhez létezik olyan kezdd elrendezés, melybdl indulva a farkas
sohasem kaphat el baranyt, ha X kezd.

1.3. (M) Igazoljuk, hogy minden pozitiv val6s szam felirhat6 9 olyan szdm 6sszegeként, melyeknek
(tizes szamrendszerbeli alakjaban) csak kétfajta jegy lehet, 0 és 7.

1.3. 1983-1984 Senior, 0sz

1.1. (M)

1.2. (M)

1.3. (M) Az ABC haromszog kortilirt korének kozéppontja O, a haromszogon beliil helyezkedik
el. O-bdl merdlegeseket bocsatunk az oldalakra, ezek meghosszabbitva a koréirt kort a K, M, P
pontokban metszik. Bizonyitsuk be, hogy

OK + OM + OP = 01

ahol I a hdromszog beirt kérének kézéppontja.

1.4. 1983-84 Senior, 2. forduld, tavasz
1.1. (M)

1.2. (M)



1 fejezet. Varosok Viadala, 1980—1989 1.4. 1983-8} Senior, 2. forduld, tavasz

1.3. (M) Egy mindkét irdnyban végtelen hosszi folyosé egyik oldaldn végtelen sok szoba
helyezkedik el. A szobdk egymdést kovetd egész szamokkal vannak megszdmozva, és minden
szobdban van egy zongora. A szobdkban véges sok zongorista él. (Egy szobaban akar tobb is.)
Minden nap két szomszédos szobaban laké zongorista (pl. a k-adik és a k + 1-edik) megelégeli a
masik gyakorldsat, és a k — 1-edik illetve k + 2-edik szobédba koltéznek at. Igazoljuk, hogy véges
szamu nap elteltével abbahagyjak a koltozkodest.



2. FEJEZET
Varosok Viadala, 1990-1999

2.1. 1997 Junior, 1. fordulo 0sz

2.1. Egy nem miik6dé mozgoblépcsén egy illeté gyorsabban megy lefele, mint felfele. Mi a gy-
orsabb, egy felfele mozgo 1épcson le- és felmennie, vagy egy lefele mozgo 1épcson fel és lemennie?
(Feltételezziik, hogy minden emlitett sebesség allandd, a mozgdlépesd ugyanolyan gyorsan mozog
lefele és felfele, tovabba emberiink mindkét irdnyba haladva gyorsabb, mint a mozg6lépcso.)

3 pont

2.2. Igazoljuk, hogy végtelen sok egész megoldasa van a kévetkezd egyenletnek:
2 +y? — 2% =1997.
N. Vasziljev 3 pont

2.3. Az ABCD négyzet BC oldalanak pontja K. A KAD/Z szogfelezje a C'D oldalt M-ben
metszi. Igazoljuk, hogy AK = DM + BK.
4 pont

2.4. Legkevesebb hany egyenest kell megadnunk, ha el szeretnénk érni, hogy egy sakktabla
minden mez8jén legyen egy belsd pont, melyen 4thalad egy egyenes. Abraval szemléltesd, hogy
ennyi egyenes elég és bizonyitsd, hogy kevesebb viszont nem elég. A sakktdbla mérete legyen:
(a) 3x3; (b) 4 x 4.

M. Vyalyi 244 pont

2.2. 1997 Senior, 1. fordul6 6sz

2.1. Legkevesebb hany egyenest kell megadnunk, ha el szeretnénk érni, hogy egy sakktdbla
minden mez8jén legyen egy belsé pont, melyen athalad egy egyenes. Abraval szemléltesd, hogy
ennyi egyenes elég és bizonyitsd, hogy kevesebb viszont nem elég. A sakktdbla mérete legyen:
(a) 3x3; (b)dx4.

M. Vyalyi 243 pont

2.2. Adott egy haromszog a és b oldala. Mekkoranak véalasszuk a harmadik oldalt, hogy azon a
beirt és hozzairt korok érintési pontjai éppen harmadolépontok legyenek ?
3 pont

2.3. Igazoljuk, hogy végtelen sok egész megoldasa van a kévetkezd egyenletnek:
xy(x —y) +yz(y — 2) + zz(z — ) = 6.
N. Vasziljev 4 pont

2.4. Legfeljebb hany huszar helyezheto el egy 5 x 5-6s sakktablan tgy, hogy semely ketté nem
iti egymast ? Igazoljuk, hogy a maximum egyetlen elrendezéssel érheté el.
A. Kanel 4 pont



2 fejezet. Varosok Viadala, 1990-1999 2.8. 1997 Junior, 2. fordulé dsz

2.3. 1997 Junior, 2. fordul6 6sz

2.1. Mutassuk meg, hogy az aldbbi sorozatnak tagja a 0 és allapitsuk meg, hdnyadik.
1

Tn+1

x1 =19, x9=97, Tpyo =1z, — (n=1,.2,..).

A. Berzins 3 pont

2.2. Az ABC haromszog BC oldalanak felezOpontja M. Szerkessziink BC-vel parhuzamos olyan
egyenest, amelynek az AB és AC oldalak kozé es§ szakasza M-b6l derékszogben latszik.
3 pont

2.3. Egy 1 x n-es tdbla minden mezdjén van egy korong. Els6 1épésben megfogunk egy korongot
és valamely szomszédos mez6 korongjanak tetejére helyezziik, igy keletkezett egy korongtorony.
A tovabbiakban minden alkalommal egy korongtornyot helyeziink &t, éppen annyi mezoével el-
mozditva, ahdny korongot tartalmazott a torony. Ha az &thelyezésnél nem iires mezore tessziik
a tornyot, akkor mindig a mar ott 1év6 korong (vagy korongok koziil a legfelsé) tetejére rakjuk.
Igazoljuk, hogy n — 1 1épésben a korongok 0sszegytijthetok egyetlen korongtoronnya.

A. Sapovalov 5 pont

2.4. Két kor metszi egymést az A és B pontokban. Egy koézos érint6jiik az elsot C-ben, a
maéasodikat D-ben érinti, CBD/ > CAD/ . A CB egyenes a masodik kért még FE-ben is metszi.
Igazoljuk, hogy CAFE/ szogfelezdje AD.

P. Kozevnyikov 5 pont

2.5. Egy kocka lapjait fehérre és feketére festettiik. Van egy sakktablank, amelynek mez6i éppen
akkorak, mint a kocka egy lapja. A kockét a sakktdbla egy mez8jére helyezziik, majd végiggor-
getjik a tablan gy, hogy minden mezére pontosan egyszer keriiljon. Lehetséges-e, hogy minden
alkalommal a kockan levé als6 mezo szine megegyezzen a sakktdbla éppen alatta levé mezdjének
szinével 7

A. Sapovalov 8 pont

2.6. Egy szabalyos haromszogre oldalaival parhuzamos egyeneseket rajzolunk, amelyek az oldalakat

10 egyenl6 részre, a haromszoget pedig 100 egybevagd kis haromszogre osztjak. Megrajzoljuk

még a haromszog oldalegyeneseit is. Két szomszédos parhuzamos kozotti részt savnak nevezziik.

Legfeljebb hany kis haromszog jelolhet6 ki gy, hogy semely két kivalasztott se essen egy savba?
R. Zenodarov 9 pont

2.4. 1997 Senior, 2. fordul6 6sz

2.1. Az ABC haromszog AB és AC oldalainak felezOpontjai rendre M és N. Az AB és AC
oldalakon van P és @ gy, hogy AC B/ szogfelezbje egyben M C P/ szogtelezdje, tovabba ABC /
szogfelezéje egyben N BQZ szogfelezéje. Amennyiben AP = AQ), biztosan allithatjuk-e, hogy
ABC egyenl6 szaru?

V. Senderov 4 pont

2.2. Az alabbi allitasok koziil melyik igaz?

(a) Ha egy sokszog két egybevagd sokszogre vaghato szét egy torottvonallal, akkor szétvaghatd
egy egyenessel is.

(b) Ha egy konvex sokszog két egybevagd sokszogre vaghatd szét egy torottvonallal, akkor
szétvaghatd egy egyenessel is.



2.5. 1998 Junior, 1. forduld, tavasz 2 fejezet. Varosok Viadala, 1990-1999

(c) Ha egy konvex sokszog két egybevagd sokszogre vaghato szét egy tordttvonallal ugy, hogy
a két rész forgatasok és eltolasok segitségével fedésbe hozhatd, akkor szétvaghato egy egyenessel
is.

S. Markelov 1+2+4 pont

2.3. Osszeszorozzuk az sszes kiilonb6z6 olyan szamot, melyet az aldbbi kifejezésbél kaphatunk,
az eléjelek lehetséges kivalasztasaival: +v/14+/24...41/100. Bizonyitsuk be, hogy az eredmény
(a) egész; (b) négyzetszam.

A. Kanel 3 pont

2.4. (a) Szabalyos hatszog alaku, egybevagd szalvétak fekszenek egy asztalon. Atfedések is lehet-
nek. A szalvétak egyik oldala parhuzamos egy adott egyenessel. Szeretnénk beverni néhany szoget
ugy, hogy minden szalvétat pontosan egyszer szogeljlink at. Sikeriilni fog ez minden esetben?
(b) Oldjuk meg a feladatot, ha a szalvétak szabdlyos 6tszog alakuak.
A Kanel 4 pont

2.5. Ivan egy titkos kédot fejlesztett ki, minden betiit egy legfeljebb 10 betiis sz6val helyettesit.
A kédoléas akkor jo, ha minden kédolt széd egyféleképpen dekddolhatd, fejthetd vissza. Szergej
egy szamitégép segitségével ellendrizte, hogy minden legfeljebb 10 000 betiis sz6 egyféleképpen
dekddolhat6. Kovetkezik-e ebbél, hogy Ivan kdédja j6? (Ivan és Szergej oroszok, a cirill abe-t
hasznaljak, melyben 33 betii van. Tetsz6leges betiisorozatot szénak tekintiink.)

D. Pjontovszkij, S. Salumov 8 pont

2.6. Egy szabalyos haromszogre oldalaival parhuzamos egyeneseket rajzolunk, amelyek az oldalakat
n egyenld részre, a haromszoget pedig n? egybevagd kis haromszogre osztjik. Megrajzoljuk még a
haromszog oldalegyeneseit is. Két szomszédos parhuzamos kozotti részt nevezziik savnak. Legfel-
jebb hany kis haromszog jelolheto ki gy, hogy semely két kivilasztott se essen egy savba, ha
(a) n=10; (b) n =97

R. Zenodarov 747 pont

2.5. 1998 Junior, 1. forduld, tavasz

2.1. Orzse, Erzsi és Rezs6 szavakat irtak a fiizetiikbe, Orzse irta a legtobbet, Erzsi a legkeveseb-
bet. A szavakért pontokat kaptak. Ha egy szét csak egy valaki irt, azért két pontot kapott.
Ha egy szét ketten is leirtak, azért mindketten egy-egy pontot kaptak. A mindhdarmuk &altal
leirt szavakért nem jart pont. Lehetséges-e, hogy Erzsinek lett a legtobb pontja és Orzsének a
legkevesebb ?

A. Sapovalov 3 pont

2.2. Egy kirdly bejarja a 8 x 8 -as sakktablat, minden mezére pontosan egyszer 1ép és végil a
kiindulasi mezére jut vissza. Igazoljuk, hogy péaros sok &tlos 1épést tesz utja soran.
V. Proizvolov 3 pont

2.3. Egy O csticst szog egy-egy szaran talalhatdak az AB és C'D szakaszok, az A pont O és B
kozott, a C pont O és D kozdtt van. Az AD és BC' szakaszok felezOpontjain dthalad6 egyenes
OM AB
AB-t M-ben, CD-t N-b tszi. Bi itsuk be, h —_— =
en, en metszi. Bizonyitsuk be, hogy 5w = =
V. Senderov 3 pont

2.4. Minden haromjegyti szamnal tekintsiik szamjegyeinek szorzatat. Mennyi ezeknek a szorza-
toknak az Gsszege?
G. Galperin 4 pont



2 fejezet. Varosok Viadala, 1990-1999 2.6. 1998 Senior, 1. forduls, tavasz

2.5. Pinokki6 azzal henceg, hogy egy egyenl6 szart haromszoget felvagott harom héromszo-
gre Ugy, hogy koziililk barmely kettd Osszeilleszthetd egy egyenld szard haromszoggé. Szerinted
Pinokkié 16dit 7

A. Sapovalov 5 pont

2.6. 1998 Senior, 1. forduld, tavasz

2.1. Pinokki6 azzal kérkedik, hogy néhany hasonld, nem derékszogii haromszoget Osszeillesztve
egy téglalapot készitett. (A haromszogek kozott lehetnek egybevdgdk is.) Vajon Pinokki6 csak
16dit ?

A. Fedorov 3 pont

2.2. Minden négyjegyl szamnal tekintsiik szamjegyeinek szorzatit. Mennyi ezeknek a szorza-
toknak az Gsszege?
G. Galperin 3 pont

2.3. Egy 8 x 8-as sakktabla minden mezdjét valamilyen szinnel kifestettiik gy, hogy minden
mezonek legalabb két oldalszomszédja vele azonos szini. Legfeljebb hany szint hasznalhattunk
fel ?

A. Sapovalov 3 pont

2.4. Legyenek A, B, C és D olyan pozitiv egészek, hogy az (a) egyenletrendszernek m, a (b)
egyenletrendszernek n megoldasa van. Hatarozzuk meg m és n értékét, ha m > n > 1.

(@) 2*+y =4,  |z|+ |yl = B;

) P+ +2=0C |zl +lyl+]e] = D.
G. Galperin 4 pont

2.5. Egy szog szarait érinti az O kozéppontt kor. Az egyik szogszarra tilkrozzik O-t, igy
kapjuk az A pontot. A korhéz A-bdl hiuzott érinték a szég maésik szarat B és C pontokban
metszik. Igazoljuk, hogy az ABC haromszog koréirt korének kozéppontja az eredetileg adott
sz0g szogfelezbjén van.

I. Sharygin 5 pont

2.7. 1998 Junior, 2. forduld, tavasz

2.1. Megadhaté-e 10 pozitiv egész gy, hogy egyikiik sem oszthaté valamely maéasik szammal,
de mindegyik szamnak a négyzete oszthatd a tobbi szammal?

2.2. Az ABCD paralelogramma &atléinak metszéspontja O. Az AB oldalegyenes M pontjara
MAD/ = AMO/ . Bizonyitsuk be, hogy MD = MC.
M. Smurov 3 pont

2.3. Hat dobdkockat kifartunk egy-egy szemkoztes lapjuk kézéppontjan at, majd egy rudat
dugtunk a lyukakon &t. Minden kocka szabadon forgathaté a ridon. Igazoljuk, hogy a kockakat
beforgathatjuk tgy, hogy egy asztalra helyezve a legfels6 lapok szamai altal alkotott hatjegyti
szam oszthat6 legyen héttel. (A kockdk 1-t6l 6-ig szdmozottak, a szemkoztes lapokon a szamok
Osszege 7.)

G. Galperin 4 pont



2.8. 1998 Senior, 2. forduls, tavasz 2 fejezet. Varosok Viadala, 1990-1999

2.4. Az igazmondodk és hazuddsak falujaba érkezett egy vandor. A falu lakéi egy nagy korbe
felalltak és mindenki megmondta, hogy a jobb oldali szomszédja igazmondd-e. Ezek utdn a
vandor meg tudta allapitani, hogy a falu lakossdganak hanyadrésze hazudds. A falu lakossaganak
hanyadrésze hazudods?

B. Frenkin 4 pont

2.5. Egy négyzetet 25 egybevagd kis négyzetre osztottunk. Néhany kis négyzetnek meghtizzuk
valamely 4tlojat dgy, hogy semely két &tlonak ne legyen kozos pontja. (Még végpontja se!)
Legfeljebb hany kis atlot hizhatunk be?

1. Rubanov 7 pont

2.6. 10 ember il egy kerek asztal koriil, mindegyikiik elétt néhany di6, 6sszesen 100 di6. Egy
jelre mindenki néhany diét a jobb oldali szomszédjanak ad. Ha péaros sok diéja volt, akkor a didk
felét, egyébként egy diot és a maradék felét adjak mindig at. Ez ismétlodik tobbszor. Bizonyitsuk
be, hogy véges sok 1épés utdn mindenkinek 10 didja lesz.

A. Sapovalov 8 pont

2.8. 1998 Senior, 2. forduld, tavasz

2.1. Legyenek a, b, ¢ valés szamok. Bizonyitsuk be a kovetkezd egyenlGtlenséget :

a? b3 e >a—|—b—|—c'

a2—|—ab-|-62+bQ+bc+02+02—|—ca—i—a2_ 3

S. Tokarev 4 pont

2.2. Egy egységoldala négyzetet téglalapokra vagtunk. Minden téglalapnak tekintjiik a révidebb
oldalat, ha téglalapunk egy kis négyzet volt, annak az oldalat. Bizonyitsuk be, hogy ezek Osszege
legaldbb 1.

4 pont

2.3. (a) A tabléra felirtédk az 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128 szdmokat. Barmely két szam letorolheto,
ilyenkor viszont felirjuk a kiilonbségiik abszolut értékét. Ezt hétszer ismételve egyetlen szam
marad a tabldn. Lehet ez a 977 (b) A téblara felirtak az 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512,
1024 szamokat. Barmely két szam letorolheto, ilyenkor viszont felirjuk a kiilonbségiik abszoltt
értékét. Ezt tizszer ismételve egyetlen szam marad a tablan. Mi lehet ez a szam?

A. Sapovalov 243 pont

2.4. Az ABCD konvex négyszog belsé pontja M, AM = MBés CM = M D, tovibba AM B/ =
= CMD/ = 120° . Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan N pont, amelyre BNC és DN A szaba-
lyosak.

I. Sharygin 5 pont

2.5. Egy 8 x8-as sakktabla "labirintust" képez, néhany szomszédos mez6 kézé falakat helyeziink.
Ha egy bastya be tudja jarni az egész tablat falakon valé athaladas nélkil, akkor a labirintus jo,
egyébként rossz. JO, vagy rossz labirintusbol van-e tobb?

A. Sapovalov 6 pont

2.6. (a) Két biivész kartyatritkkot mutat be. A kozonség egy onként jelentkezd tagjat megkérik,
keverje meg az 52 lapos kartyapaklit. Ezek utan egyikiik taldlomra kihiz 5 lapot, megnézi
6ket. Ezek utdn egymds mellé helyezi a lapokat, egyiket (nem feltétleniil az elsét) az asztal
lapja felé forditva, a tobbi négyet felfele. A masodik bilivész ezek utdn kitalalja, melyik lap van



2 fejezet. Varosok Viadala, 1990-1999 2.9. 1998 Junior, 1. fordulé dsz

lefele forditva. Bizonyitsuk be, hogy a bilivészeknek lehet biztos mddszere ehhez a triikkhoz.
(b) Biztosan bemutathaté a mutatvany akkor is, ha az els6 négy kartyat latjuk, és az 6todik a
kitalaland6?

G. Galperin 6+6 pont

2.9. 1998 Junior, 1. fordul6 6sz

2.1. Egy 20x20x20-as kockat 8000 egységkockabdl épitettiink fel. Minden kis kockdban van egy
szam. Tudjuk, hogy barmely 20 kockdban, amelyek a nagy kocka valamelyik élével parhuzamos
oszlopot alkotnak, a szamok Osszege 1. Az egyik kis kockdban a 10 van. Harom olyan 1 x 20 X
x 20-as téglatest alaku kockaszelet van, mely tartalmazza ezt a kis kockat és élei a nagy kocka
éleivel parhuzamosak. Hatarozzuk meg azon kis kockakban levé szamok Gsszegét, amelyek nem
tartoznak az emlitett harom kockaszeletbe.

A. Belov, 3 pont

2.2. Egy négyzetszam egyes helyiértéken levo jegye a 9, tizes helyiértéken levo jegye a 0. Bi-
zonyitsuk be, hogy a szédzas helyiértéken levo jegy péaros.
3 pont

2.3. Az ABC héaromszog AB, BC és C' A oldalain vannak rendre a C’, A’, B’ pontok. Tudjuk,
hogy AC'B'/ = BA'C/, CB'A'/ = A/C'B/ és BA'C'/ = C'"B'AZ. Igazoljuk, hogy C’, A’,
B’ éppen az oldalfelezépontok.

V. Proizvolov, 4 pont

2.4. A televizi6 véalasztasi vitamiisordban 12 ember vesz részt. A vita egyik pontjan valaki
megjegyezte: "Eddig egy hamis allitas volt." Erre egy masik felszélalt: "Eddig két hamis allitas
volt." Egy tjabb illets kozbeszolt: "Eddig harom hamis &llitds volt." Es ez igy ment tovébb, a
tizenkettedik ember azt mondta: "Eddig tizenkét hamis allitas volt." A vitavezetd ekkor lezarta
a beszélgetést. Mint késébb kideriilt, a 12 ember koziil legalabb az egyik helyesen &llapitotta
meg az elétte elhangzé hamis allitdsok szamat. Osszesen hany hamis 4llitas hangzott el?

A. Sapovalov, 4 pont

2.5. Adott két pozitiv egész: m és n. Nevezziink egy sakkfigurat (n, m)-krokodilnak, ez n mezot
1ép vizszintesen, vagy fiiggdlegesen, majd m mezét erre merdleges iranyban. Bizonyitsuk be, hogy
egy végtelen sakktabla kiszinezheto fehérre és feketére gy, hogy a figura minden lépése soran
az indulémezo6tol kiilénb6z6 szinli mezére 1ép.

A. Gerko, 5 pont

2.10. 1998 Senior, 1. fordulo6 6sz

2.1. Van 19 mérosilyunk, sorban 1 grammostél a 19 grammosig. 9 acélbél, kilenc bronzbdl és
egy aranybol késziilt. Az acél sulyok 6sszesen 90 grammal nehezebbek a bronzoknal. Milyen
nehéz az arany mérosuly ?

V. Proizvolov, 3 pont

2.2. A sikon adott n darab egységsugara korlap, mindegyik hatara athalad egy P ponton, mely
az Osszes korlap &ltal letakart S sikidom belsejében van. Mekkora S keriilete?
P. Kozevnyikov, 3 pont

10
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2.3. Egy 8 x 8-as sakktdblan 17 mezot kijeloltek. Bizonyitsuk be, hogy kivalaszthaté koziiliik
ketto tgy, hogy egy huszar legaldbb hirom 1épésben juthasson el egyikrol a mésikra.
R. Zenodarov, 4 pont

2.4. Mekkora a (0,1) intervallumbdl vélasztott xi, g, ..., x99 szdmok szorzatdnak legnagyobb
lehetséges értéke, ha
T1Xg Ty — (1 — .%'1)(1 — 1‘2) cee (1 — .%'20).

A. Csernatyev, 4 pont

2.5. Legyen egy orszag 1Q-ja a lakossig 1Q atlaga. Tegyiik fel, hogy a kovetkezékben az orszagok
népessége nem valtozik és az egyének 1Q-ja is dlland6é marad.

(a.1) Néhany ember attelepiil az A orszdghdl a B orszigba. Bizonyitsuk be, hogy ez altal
emelkedhet mindkét orszag 1Q-ja.

(a.2) Ezek utdn néhany ember a B orszagbdl édttelepiil az A orszigba. Koztiik lehetnek vis-
szatelepiilék is. El6éfordulhat, hogy ismét emelkedik mindkét orszag 1Q-ja?

(b) Néhany ember attelepiil A-bo6l B-be, valamint néhdnyan attelepiilnek B-bél C-be. Ez altal
mindharom orszag [Q-ja emelkedett. Késébb néhanyan attelepiilnek C-bol B-be, illetve néhanyan
B-bél A-ba. El6fordulhat, hogy ismét emelkedik mindharom orszag 1Q-ja?

A. Kanel, B. Begun, 14342 pont

2.11. 1998 Junior, 2. fordul6 6sz

2.1. Legyenek a és b pozitiv egészek, amelyekre [a,a + 5] = [b,b + 5]. Igazoljuk, hogy a = b.
A. Sapovalov, 3 pont

2.2. Jancsi és Juliska is kapott egy 8 x 8-as négyzetet, ezeken 64 kis egységnégyzet van. Mind-
ketten ugyanannyi egységnégyzetet kékre festettek. Igazoljuk, hogy mindkét négyzet szétvaghatd
2 x 1-es domindkra ugy, hogy Jancsi is és Juliska is készithessen domindibdl olyan négyzetet,
amelyek szinezése megegyezo.

A. Sapovalov, 4 pont

2.3. Adott két ugyanakkora kér. Huzzunk a kbzéppontjaikat 6sszekoto egyenessel egy parhuzamos
AB szakaszt gy, hogy az A és B kozott messe a koroket. A-bél érintOket hizunk a hozzé
kozelebbi korhoz, ugyanigy B-bol érintdket hizunk a hozzd kozelebbi korhoz. Kideriilt, hogy
a négy érintd alkotta négyszog tartalmazza mindkét kort. Igazoljuk, hogy az érinték alkotta
négyszogbe kor irhato.

P. Kozevnyikov, 5 pont

2.4. Meghtztuk egy szabalyos 25 oldali sokszog minden atléjat. Igazoljuk, hogy nincs olyan
belsé pont, amelyen 9 atl6 is dthalad.
A. Sapovalov, 6 pont

2.5. Van 20 gyongyliink, 10 féle szinben, minden szinbdl éppen kett6 van. Beletettiik a gyongyoket
10 dobozba kettesével 1gy, hogy kivalaszthaté minden dobozbdl egy-egy gyongy, hogy mind a
tiz szin el6forduljon a kivalasztottak kozott. Igazoljuk, hogy az ilyen kivalasztdsok szama 1-nél
nagyobb kettéhatvany.

A. Grisin, 7 pont

11
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2.12. 1998 Senior, 2. fordul6 6sz

2.1. (a) Legyenek a és b pozitiv egészek, amelyekre [a,a + 5] = [b,b+ 5]. Igazoljuk, hogy a = b.
(b) Legyenek a,b és ¢ pozitiv egészek. Lehetséges, hogy [a,b] = [a + ¢, b+ ]?
A. Sapovalov, 2+3 pont

2.2. Adott két ugyanakkora kér. Hazunk a kézéppontjaikat 6sszekoto egyenessel egy parhuzamos
AB szakaszt gy, hogy az A és B kozott messe a koroket. A-bél érintOket hizunk a hozzé
kozelebbi korhoz, ugyanigy B-bdl érintéket hizunk a hozza kozelebbi korhoz. Kideriilt, hogy
a négy érinté alkotta négyszog tartalmazza mindkét kort. Igazoljuk, hogy az érinték alkotta
négyszogbe kor irhato.

P. Kozevnyikov, 4 pont

2.3. Egy 3 x 3-as tdblazat mezo6iben all 9 szam:

a; ag ag
by by b3
cl1 C2 Cs.

Tudjuk, hogy minden sorban és oszlopban ugyanannyi a szamok Osszege, azaz
a1+as+az3=by+by+b3s=c1+coa+c3=a1+b+cg =as+by+co=asg+ bs+cs.

Igazoljuk, hogy
arbicy + agbaco + azbzcz = ajasas + bibabs + cicacs.

V. Proizvolov, 5 pont

2.4. A 12 tagn zsliri szdméra egy kerek asztalt készitettek elé 12 székkel, mindenkinek egy
névtabla jelzi a helyét. Els6ként Szérakozott Professzor érkezik meg a zsiiritagok koziil és
véletleniil sajat helye helyett a tdéle jobbra levé szomszédos székre iil. Mostantdl egyesével
érkeznek a zsliritagok, mindenki leiil a sajat helyére, vagy ha az foglalt, akkor a sajatjatél jobbra
levBk koziil az elsé szabad székre. A kialakuld tilésrend a zsiiritagok érkezési sorrendjétdl fiigg.
Hény kiiléonb6z6 elrendezés lehetséges?

A. Sapovalov, 6 pont

2.5. Egy téglatest egy csiicsbdl induld éleinek hosszat Osszeadjuk és ezt nevezzilk a téglatest
méretének. Lehetséges-e, hogy egy téglatest tartalmaz egy onmagénal nagyobb méretii téglat-
estet?

A. Sen, 7 pont

2.6. Tekintsiik a kovetkez6 fliggvényt:

22 +ar+b
@)= 24+cr+d

Tudjuk, hogy 2% + ax + b és 2% + cx + d nem lehet egyszerre 0. Bizonyitsuk be, hogy a kovetkezd
két allitas ekvivalens:

(i) Van olyan intervallum, melynek nincs kézos eleme f(x) értékkészletével.

(ii) f(z) kifejezhet6 az aldbbi forméban:

f(@) = fi(f2( foo1(ful(2))-.)),

1
ahol minden f; fiiggvény kjz + bj, vagy —, vagy a2 alakq.
x
A. Kanel, 8 pont

19



2.13. 1999 Junior, 1. fordulo, tavasz 2 fejezet. Varosok Viadala, 1990-1999

2.13. 1999 Junior, 1. fordulé, tavasz

2.1. Apa és fia korcsolyaztak egy kor alaku jégpalyan. Idonként az apa leelézte a fiat. A fia
megfordult és elkezdett a masik iranyba korézni. Ekkor a taldlkozasok 6tszor olyan gyakoriak
lettek. Hatarozzuk meg a korcsolyazok sebességének aranyat.

Tairova, 3 pont

2.2. ABC egy derékszogi haromszog. Az AB atfogéra kifele rajzoljuk az ABDFE négyzetet. Az
ACBZ/ szogfelez6je DE-t F-ben metszi. Hatdrozzuk meg DF és EF ardnyat, ha AC = 1 és
BC =3.

A. Blinkov, 4 pont

2.3. Egy tablara felirtdk az aq, as, ..., a, pozitiv egészeket. Egy masik tablara felirtuk a bg, by, ..., b;
szamokat; legyen b; az elsé tablan levé j-nél nagyobb szdmok szdma. A mésodik tablara 0-t
mar nem irunk, amikor odadig érkeziink, megallunk. Egy harmadik tablara irjuk a cg,cq, co, ...
szamokat, melyeket ugyanilyen médon kapunk a mésodik tadbla szdmaibél. Igazoljuk, hogy az
els6 és a harmadik tablan ugyanazok a szamok szerepelnek.

H. Lebesgue, A. Kanel, 4 pont

2.4. Egy fekete egységoldalt szabdalyos haromszog van a sikon. Hogyan helyezhetd el 9 egysé-
goldala szabalyos haromszog gy, hogy ezek ne fedjék egymast és mindegyik letakarja a fekete
haromszog valamely belsé pontjat?

5 pont

2.5. Egy négyzetet 100 téglalapra vagtunk, 9-9 vigas tortént mindkét oldalaval parhuzamosan.
Tudjuk, hogy a 100 téglalap kozott pontosan 9 négyzet van. Bizonyitsuk be, hogy a 9 négyzet
kozott van két egybevago.

V. Proizvolov, 5 pont

2.14. 1999 Senior, 1. forduld, tavasz

2.1. Egy sorban all egymés mellett 1999 szam. Az els6 és az utolsé kivételével minden szam a
mellette levo két szam Osszege. Az els6 szam az 1. Mi az utolsé szam?
V. Senderov, 3 pont

2.2. Legyen ABC egy derékszogii haromszog. Az AB atfogéra kifele rajzoljuk az ABDFE né-

DF
gyzetet. A haromszog C-bdl induld szogfelezéje DE-t F-ben metszi. Hatarozzuk meg Vola

értékét, ha AC =1 és BC = 3.
A. Blinkov, 3 pont

2.3. Egy tablara felirtak a aq, a9, ..., a,, pozitiv egészeket. Egy masik tablara felirtuk a bg, b1, ..., b;
szamokat; legyen b; az elsé tablan levé j-nél nagyobb szdmok szdma. A mésodik tablara 0-t
mar nem irunk, amikor odadig érkeziink, megallunk. Egy harmadik tablara irjuk a cg,cq, co, ...
szamokat, melyeket ugyanilyen médon kapunk a mésodik tédbla szdmaibél. Igazoljuk, hogy az
els6 és a harmadik tablan ugyanazok a szdmok szerepelnek.

H. Lebesgue, A. Kanel, 3 pont

2.4. Egy fekete egységoldali négyzet van a sikon. Hogyan helyezhetd el 7 egységoldalt négyzet
ugy, hogy ezek ne fedjék egymast és mindegyik letakarja a fekete négyzet valamely bels6 pontjat?
5 pont

12



2 fejezet. Varosok Viadala, 1990-1999 2.15. 1999 Junior, 2. fordulo, tavasz

2.5. Egy 9 x 9-es tabldzat mezGit egyesével felvaltva foglalja el két jatékos, X és Y. X kezd.
Az elfoglalt mezdkbe beirjdk sajat betijiiket. Miutan az egész tablazat betelt megszamoljak
azon sorokat és oszlopokat, amelyekben toébb X van, mint Y, legyen ezek szdma A. Legyen X
nyereménye B = A — (18 — A). Hatdrozzuk meg azt a B értéket, amelyre X elérheti, hogy
nyereménye legalabb B legyen, Y pedig elérheti, hogy ez legfljebb B legyen.

A. Kanel, 5 pont

2.15. 1999 Junior, 2. forduld, tavasz

2.1. Egy bankszamlan 500 forint van. Kétféle miiveletet végezhetiink: kivesziink a szamlardl
300 forintot, vagy betesziink 198 forintot. Ezeket a miiveleteket akarhanyszor elvégezhetjiik,
de a szdmlan eredetileg levé pénzen kiviil nem rendelkeziink massal. Legfeljebb mennyi pénzt
tudunk felvenni a szamlaroél és hogyan?

AK. Tolpygo, 3 pont

2.2. Az ABCD paralelogramma atléinak metszéspontja O. Igazoljuk, ha a BC egyenes érinti
az ABO haromszog koré irt kort, akkor a C'D egyenes érinti a BC'O haromszog koré irt kort.
A. Zaszlavszkij, 4 pont

2.3. Két ember a kivetkezé jatékot jatsza. A kezdd felirja a 0-t, vagy az egyet, majd minden
lépésében e két szamjegy valamelyikét irja a mar meglevé szam jobb végére, amig a szam 1999
jegyl lesz. A kezdd minden lépése utan -kivéve a legels6t- a masodik jatékos felcserél a leirt
szamok koziil kettot. Elérheti-e a masodik jatékos, hogy az eredményben a jegyek szimmetrikusak
legyenek a kdzépsore?

I. Izmesztjev, 4 pont

2.4. Egy korlapot n atmérdje 2n egybevagd korcikkre oszt, ezek koziil n piros, n pedig kék.
A kékeket megszamoztuk valamely korcikktél kezdve az ora jarasaval ellenkezd irdnyba indulva
1-t6] n-ig. Ugyanigy a pirosakat is megszamoztuk, de az 6ra jarasaval megegyez6 irdnyban.
Igazoljuk, hogy van olyan félkor, amelynek cikkjein levé szamok éppen 1, 2, ..., n.

V. Proizvolov, 6 pont

2.5. Az ABC haromszog beirt koére az AB és AC oldalakat rendre a P, Q pontokban érinti.
Az AC és BC oldalak felez6pontjai rendre R és S. A PQ és RS egyenesek metszéspontja T
Bizonyitsuk be, hogy BT felezi az ABC/ szdget.

M. Evdokimov, 6 pont

2.6. Egy bastya mozog a sakktablan, egyszerre egyet 1éphet fiiggdlegesen, vagy vizszintesen. 64
lépés utdn minden mezon athaladt és éppen visszaérkezett a kiindulasi mezore. Bizonyitsuk be,
hogy utja soran nem léphetett ugyanannyit vizszintesen, mint fliggélegesen.

A. Sapovalov, R. Sadikov, 9 pont

2.16. 1999 Senior, 2. forduld, tavasz

2.1. Egy konvex poliéder uszik a tengerben. Eléfordulhat-e, hogy térfogatdnak 90%-a a viz alatt
van, de felszinének t6bb, mint fele a viz felett?
A. Sapovalov, 4 pont

14



2.17. 1999 Junior, 1. fordulo dsz 2 fejezet. Varosok Viadala, 1990-1999

2.2. Az ABCD htrnégyszog koré irt kor kézéppontja O. Legyen az ABO és C' DO haromszogek
koré irt koreinek masodik metszéspontja F'. Bizonyitsuk be, hogy az AF' D koré irt kor atmegy
AC és BD metszéspontjan.

A. Zaszlavszkij, 4 pont

2.3. Hatdrozzuk meg mindazon egész (z,y) szamparokat, amelyekre 22 + y? osztéja o3 + y-nak
is és x + y3-nek is.
A. Zlobin, 5 pont

2.4. Egy korlapot n atmérdje 2n egybevagd korcikkre oszt, ezek koziil n piros, n pedig kék.
A kékeket megszamoztuk valamely korcikktél kezdve az Ora jarasaval ellenkezd irdnyba indulva
1-t6]l n-ig. Ugyanigy a pirosakat is megszamoztuk, de az 6ra jarasaval megegyez6 irdnyban.
Igazoljuk, hogy van olyan félkor, amelynek cikkjein lev$ szamok éppen 1, 2, ..., n.

V. Proizvolov, 5 pont

2.5. Minden nemnegativ egész i esetén legyen M (i) = 0, ha az i szdm kettes szdmrendszerbeli
alakjaban paros sok 1-es van, kiilonben legyen M 